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1. On remarque que, pour tout 6 € [0, 7] et tout z € R, 1 — 2z cos(d) + 2% = (z — ) (z — e7) puis

1 o 1 1
1—2xcos(f) + 22  2isin(d) \z —e? x— e

Cette décomposition en éléments simples montre que R = 1 (|e| = [e ™| = 1).

1 —i0
En écrivant que 7= c —5—, on montre que ce terme est développable en série entiere sur | — 1,1].
r—e —e Wy
On procede de méme pour ———. On obtient finalement que
€T — —1
1 1 +oo +oo
Vo €] —1,1], _ 0 —inb .n 0 int,.n
z €] [ 1 — 2z cos(f) + 22 2i sin(0) ( ¢ Ze vte Ze v
X sin((n + 1)6) n
- Sl o),
= sin(0)

On a donc montré que f; est est développable en série entiére sur | — 1, 1] et explicité son développement avec
sin((n +1)0 sin((n + 1) arccost
0.(6) — Pty — S0+ D0 sin((n -+ 1) arccos )

sin(6) V1—+¢?
2. Siz €] —1,1]les deux séries Z x" cosnb et Z x" sin nf sont absolument convergentes, donc convergentes et
neN neN
ona:
n . n — 2 —
Za: cosnﬁ—i-ZZx cosnf = Z (xe ) =1 2c®
n=0 n=0 n=0
Mais _
1 B 1 — ze ¥ 1 —wcosf +ixsind
1—ze® |1 —2e?2 1—2zcosd+ a2

D’ot1, par comparaison des parties réelles et imaginaires, on obtient :

> 1—xzcos6
n
0 —
Zx cosn 1 —2xcosf + x2
n=0
et -
in 6
E 2" sinnf = Lo 5
ot 1—2xcosf+x



La deuxieéme égalité s’écrit aussi, pour x # 0 et 0 < 6 < 7, sous la forme :

ixn_lsinn97 1
sinf  1—2xcosf + 22

n=1

oil Z sin(n + 1)6 1 ) sin(n + 1)6
i encore ' n . On trouve une autre f 0 smin + 1)v
n_0$ sin 0 1—2zcos + x2 utre 1018 Qn( ) =

3. Onasin(n + 1)0 = sinnf cos § + cosnfsin b, ce qui donne

sin 6

(%)  Pu(t) = Pp_1(t) cos# + cosnb

Cette égalité permet de déduire par récurrence que V¢ €] — 1, 1], |P,(t)| < n+ 1. Eneffet, pour n =0, Py(t) =1
et la propriété est donc vraie pour n = 0. L'égalité précédente entraine |P,(t)| < |P,—1(t)] +1 < n+1leton
conclut par le principe de récurrence.

Pour la valeur de P(1),ona:

sin(n+1)0
. . . n+1)0
RADZ&EFMﬂZg%QM®=4n+1@g5(%Q:(n+U.

On peut vérifier que Py (t) = 2t, donc P;(—1) = —2. Supposons que P,,_1(—1) = (—1)""'n. L'égalité (x) s’écrit
pourt = —1, P,(—1) = P,_1(1) cosm + cosnm = —1 x (=1)" " In 4 (=1)" = (-1)" ( +1),d’ou:

VneN, P,(-1)=(-1)"(n+1).

Pour 0 €]0, 7[ on voit que P,(t) = 0 est équivalent a Q,,(f) = 0 ou encore sin((n + 1)#) = 0. C’est donc le cas
. km
sif e { 1

1 <k <n ;. P, s’annule donc pour les valeurs

£ = cos ( il

n +

>,1§k§n
n+1

cos étant bijective de [0, 7] dans [—1, 1], les mé")

entre —1 et 1.

sont deux a deux distincts. Ce sont n racines de P,, comprises

km (k+1)m (n) (n)
] < | ,doncx, [ <z

“1<a® <<l <ol <2l <<l < -1

La fonction cos est strictement décroissante sur [0, 7] et et par conséquent :

Le polynome P,,_; s’annule pour les a:fc"_l), k € [1,n — 1]. Montrons que

1< <<al <2l <al <Y <ol <<l < -

Ona km - km (k+ )7
n+1l n-—

<
1 n
1
valle [0, 7], donc cos k. > cos L > cos (k+ D ,d’ott:
n+1 n—1 n+1

o), < gD

,pour k € [1,n — 1] et la fonction cos est strictement décroissante sur l'inter-

<.

En conclusion, entre deux racines consécutives de P, il y a une racine de P,,_;.
n+1

4. Onacos(n+1)0 +isin(n+1)0 = (cosf +isin )" ZC +18in* 0 cos"™F 9. Dot :

2j+1 _9j—
sin(n 4 1)6 E Enjjl sin?/ T g cos™ 17271 g

0<j<nst



Ainsi,
in(n+1)0 ;
P,(t) = sin(n + 1)6 = E Eijjll sin? @ cos" 1721 g

sin 6 —
0<j<nst

2j+1,mn—2j 27

= Y PR -y
0<j< gt

Donc P, est un polyndme en ¢. Le coefficient dominant a,, de P, est donné par :

2n+1

2j+1
Ay = Z an++1 = Z En+1 2”’
0<j< "Tfl k impair
donc on peut déduire que P, estun polynome de degre n.
Pour ¢t €] — 1,1], m Zx”P Z(— )" P,(t). Donc par unicité des coefficients d’une

n=0
fonction développable en série entlere on en déduit que :

Vi €] — 1,1, Pu(t) = (=1)"Py(t)

Donc si n est pair, P, est pair et si n est impair P, est impair. Donc n et P, sont de méme parité.
. Soitt €] — 1,1] fixé. f; est une fonction de classe ¥ sur | — 1, 1| comme fonction définie par une série entiere
de rayon de convergence égal a 1. D’ot1 la possibilité de dériver terme a terme la série :

dft Z nxn 1P
et donc
df —
(1-2zt+x )d;( ) = (1 —2xt+x2);m LP,(t)
n= 2
Mais
2t — 2
(1—2zxt+x )d“z:f (x) = #tsz = (2t—2x) fy(z) = 2tPy(t)+2 (t Py (1) JJ+Z — P (t)] 2"
Dot :

2tRy(t) = Pi(t)
2(P2(t) —thi(t) = 2t~
(n+1)Puy1(t) — 2ntPy(t

On en déduit que Vn € N*, P,11(t) — 2tP,(t) + P,—1(t) = 0 avec Py(t) =t et Pi(t) = 2t.
La relation sin(n + 2)60 + sinnf = 2 cos 0 sin(n + 1)6 conduit a la relation :
)

t) = Po(t))

(
)+ (n— 1) Po_1(t) = 2tPo(t) — 2Pp_1(t), ¥n > 2

sm(r‘L +2)0 s1T1 nt _ 5 cos@sm(y? +1)0
sin 6 sin 6 sin 6

ce qui montre que Pp,41(t) + Po—1(t) = 2tP,(t).
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1. La fonction g, définie sur |0, 7| par g,(f) = Py (t)sin 6 = sin(n+ 1)@ vérifie g/ (6) + (n+1)?g,(#) = 0. Calculons

donc ¢//(6).On a:

dt
a0 = P,'L(t)@ x sinf + P, (t) cos 0
= —P/(t)sin® 0 + P,(t) cos b,
et
" " dt ) / dt .
gn(0) = —P) (t)@ X sin® 6 + Pn(t)@ X cosf — P, (t) cosOsinf

= P/(t)sin® 0 — 3P (t)sinf cos O — Py (t)sin6.
Donc I'équation g/ (6) + (n + 1)%g,(8) = 0 conduit a 'équation :
sin [(1 — cos® )Py (t) — 3cos 0P, (t) — Pu(t) + (n+ 1)*P,(t)] = 0.
Doy,
vt €]l —1,1[, (1 —¢t*)P"(t) —3tP.,(t)+n(n+2)P,(t) = 0.

Donc P, est solution de I'équation différentielle (1 — t*)y!! — 3ty,, = —n(n + 2)y sur l'intervalle | — 1, 1].
. On pose z = y(cos §). Supposons y solution de I'équation différentielle £, (¢). Ona:

2'(0) = —1(cos 0) sin @
et
2"(0) = y"(cos 0) sin® § — g/ (cos 6) cos 6.
dott:
sinfz"(cosf) = sinf [(1— cos? 0)y" (cos §) — cos By (cos 9)]
sinf [2 cos By’ (cos0) — n(n + 2)y(cos §)]
= —2cosfsinfy (cosf) —n(n + 1) sin Oy(cos H)
= 2cos0z'(cosf) —n(n+1)sin0z(0)

Finalement, z est solution de I'équation différentielle linéaire de second degré en 6 :
E,(0): sinfy” —2cosfy +n(n+1)sinfy = 0.

sin(n + 1)0

p— est solution de 1’équation différentielle £, (6)

On peut vérifier facilement que la fonction @), : 6 —

sur l'intervalle |0, 7].
. D’apres la remarque faite dans la premiere question de cette partie, h = zcos @ est solution de 1’équation
différentielle en 6 :

H,®): 9"+ n+1)>*=0.

. On connait les solutions de 1’équation différentielle H,,(¢), ce sont les fonctions de la forme
h:6:— acos(n+1)8 + Bsin(n + 1)0

ol « et 3 sont des constantes réelles, donc les solutions de E,,(6) sont de la forme

0 acos(7.z +1)0 n ﬁsin(@ + 1)9.
sin ¢ sin 6
Enfin les solutions de E,,(t) sont de la forme :
cos [(n + 1) arccos t] sin [(n + 1) arccos ] cos[(n + 1) arccos t] sin [(n + 1) arccos t]
Yy:t—a—« - —+ - =« +
sin(arccost) sin(arccost) V1—¢2 V1—¢2

sin [(n + 1) arccos t]

V11t

On obtient @), avec la fonction z ot = 0 et 5 = 1, et donc P, (t) = pour tout t €] — 1, 1].



5. D’apres le cours, I'espace de solutions de I'équation différentielle E,,(¢) est espace vectoriel de dimension 2.
[e.e]

Soit y = Z apt’ la somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0. On a alors, par dérivation
p=0
o0 o0
terme a terme, pour tout z €] — R, R[, v/ = Zpaptp’l ety = Zp(p — 1)a,t?'. On en déduit que que y est

p=1 p=2
solution de I’équation différentielle E,,(¢) si, et seulement si,

2a3 + n(n + 2)ag + 6az — [n(n+2) = 3Jar + Y _[(p+2)(p + Dap2 — (p(p +2) — n(n +2))] apt” = 0.
p=2

et donc, par unicité du développement en série entiere, si et seulement si

2a2 +n(n +2)ag =0
6as — 3a; +n(n+3)a; =0
(p+2)(p+ Dapre — p(p +2) = n(n+2)]a, =0, Vp>2.

2) — 2 — 2
Le systeme est équivalent a a2 = p(p+2) = nln+ )ap = - (n=p)ptn+ >ap pour tout p € N. Donc il

(p+2)(p+1) (p+2)(p+1)
existe deux suites (o, )nen et (Bn)nen de nombres réels telles que :

o0 [o¢]
Vtel =11 y(t) =ao»_ axt™ +a1y_ Bt
k=0 k=0

Les ay, et 3, sont données par les relations suivantes :

(n — 2K)(2k +n + 2)

T A 10T B e
. (n— 2k — 1)(2k +n + 3)
Bry1 = — 20k + 1)(2k +3) Br, Bo=1.
e Sin = 2s + 1 est impair, alors n(n + 2) est impair et donc aj, # 0 pour tout & € N. Puisque kli_)rgo 06(1;:1 =1,

alors le rayon de convergence de la série g gt

keN
dénie sur | — 1, 1], c’est une solution non nulle de E,,(t) et elle est paire

est 1. Dans la suite nous désignons par S la fonction ainsi

o
D’autre part, 5,11 = 0 et donc les f; sont nuls a partir d’un certain rang, donc la somme Z Bipt? 1 est une

k=0
fonction polynomiale impaire.

Comme P, est une fonction impaire et solution de E,(t), il est facile de voir que S et P, sont linéairement
indépendantes, elles forment donc une base de 'espace vectoriel des solutions de (E;,). Les solutions de E,,(t)
sont donc toutes les combinaisons linéaires de S et de P,.

=1, alors le

e Si n = 2s est pair, alors n(n + 2) est pair et donc i, # 0 pour tout k£ € N. Puisque klim Bt
—00 k
rayon de convergence de la série Z B1t** est 1. Dans la suite nous désignons par S la fonction ainsi dénie sur

keN

] —1,1], cest une solution non nulle de E,,(¢) et elle est impaire
e}

D’autre part, as41 = 0 et donc les oy, sont nuls a partir d"un certain rang, donc la somme Z Bit?F+1 est une

k=0
fonction polynomiale paire.

Comme P, est une fonction paire et solution de E,,(¢), il est facile de voir que S et P, sont linéairement
indépendantes, elles forment donc une base de 'espace vectoriel des solutions de (E,,). Les solutions de E,,(?)
sont donc toutes les combinaisons linéaires de S et de P,,.



(n—2k —1)(2k +n+3)
2(k + 1)(2k + 3)

S
Le polyndme P»;_; est défini par Z Bkt%_l

k=0

avec fy11 = — Br et fo = 1, ce qui

donne :

kf[ n—2l—1 )2l +n+3)
e 1)(20 + 3)

Le polyndme P»; est défini par Z apt?® avec apy g = —
k=0

(n— 2k)(2k +n + 2)
2(k + 1)(2k + 1)

ai et g = 1, ce qui donne :

kﬁ (n—20)(2 +n+2)
L+ @+ )
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1. Soient n et m deux entiers naturels. Utilisons le changement de variable ¢ = cosé pour ¢ € [0, ], on a donc

dt = —sin #df ou encore df = \/%dt car siné > 0 pour 6 € [0, w]. On obtient
Lnm = / P, (t)Prn(t)V/1 — t2d¢ 1)
= = /0 P, (cos )Py, (cos0)(—db) (2)
~ on /07r sin((n + 1)0) sin((m + 1)8)d0 3)
= % /Oﬂ(cos((n —m)f) — cos((n +m +2)0))dé 4)
Ainsi,

esin#m, I, =0,
osin=m#0,I,, =1,
esin=m=0,1,,, =2.

/[m(m+ 2 —n(n+2))] ynym (1 — t2)% dt = /m(m+ 2)YnYm (1 — t2)% dt — /n(n+ 2)ynym (1 — tQ)% dt
= / [(1— )yl — 3t4f )y (1~ 1)% dt
- [l —3tym] (=)t
_ /(i[@—t? ymdt /(;i 1—t %y;n}yndt
_ (1_t2)3ynym_/(1_t2)2y;y;ndt_(1_t2)3
—|—/(1—t2) Yyl oyl dt

3
= (1 - tz) 2 (y;Lym - yny;n)

N\»—A

/
ym Yn

N N . cos [(n + 1) arccos t] sin [(n + 1) arccos t]
3. D’apres la deuxieme partie, y,, est de la forme «, e + Bn i et y, estdela
cos [(n + 1) arccos t] sin [(n + 1) arccos t]
forme , donc 1li 1—124/1—¢2 t) = , donc
S i ¥ ) = o



[a77Y0
1- t2yn(t)ym(t) =

o1 V=2
= 1,1

D’apres la question précédente, et pour n # m, on a:

donc par comparaison, la fonction ¢ — /1 — t2y,,(¢)yy,(t) est intégrable sur

3
2

1 1
[ entn+2) e mlm 2] Oun(®) (1= ) dt = (1) @ Oun(®) — OV )] =0

-1

Ainsi, Jy, ;, = 0sin # m.

-I1V-
.U =c (n + ;) (1— tQ)"_’( 2t), d’ott (1 —t2)U.,(t) + (2n+1)tU,(t) = 0. Donc U,, est solution de I’équation
différentielle (1 — %)y’ + (2n + 1)y = 0 sur l'intervalle | — 1, 1.
. Dérivons (n + 1) fois I'égalité (1 — t*)U/,(t) + (2n + 1)tU,(t) = 0 pour t €] — 1, 1], on obtient :
dnt+1 - drnt+1

0 = yyTES) [(1=t)U ()] + (2n + 1)d =1 [tU ()]

= B (=AU () + (20U (1) + By (-2) U (1) + (20 + 1E) 4t (1)

+(2n+1)0 1)U (1)
= (1—=HV/(®) —2(n+ DtVi(t) —n(n+ DVu(t) + (2n+ DtVI(t) + (2n + 1) (n + 1)V, (2)
= (1=)V() = tVo(t) + (n+ 1)*Va(t)

Donc V/, est solution de 1'équation différentielle (1 — t*)y” — ty’ + (n + 1)*y = 0 sur l'intervalle | — 1, 1].
. OnaV,(t)=01- tQ)%Wn(t), d’ou pour tout t €] — 1,1[:

Vi) = —t(1 = )7 Wa(t) + (1 — £2)2 WS (1)
et
V() = —(1= )2 Wa(t) = £ = )7 Walt) = 261 = )7 Wi(0) + (1= )2 W(0).
En remplagant dans I'équation différentielle de la question précédente, on obtient la relation :
Vi€l —1,1], (1—1t3)7 [(1— )W/ () = 3tWL(E) + n(n + 2)Wn(t)] = 0

et par conséquent W), est solution de I'équation différentielle £, (t) sur l'intervalle | — 1, 1].
Vérifions que W), est une fonction polyndmiale en ¢. En effet, on remarque d’abord que
1

donc en utilisant la formule de Leibniz, on obtient :

(1— )2V, (t) = (1—752)%1;?[(1_#)%%“1 2yd]
= (1—t2)%ickﬁ(1—t)"+% ! (14¢)"t2
2 o g QT



ot les o, ;. sont des nombres réels. Donc on voit bien qu’il s’agit d"un polyndme en t. Comme P, est solution
de I’équation différentielle de E,,(t), alors W), et P, sont proportionnelle, donc il existe une constante c telle
que

Vte]—1,1], Po(t) = c(1 —2) 2 Vy(b).

. D’apres les calculs de la question précédente, le coefficient dominant de (1 — tz)%1 V. (t) est donné par :

n
> anp(-1)"F
k=0

n
Mais on sait que le coefficient dominant de P, est 2", donc 2" = ¢ Z an,k(—l)"_k et donc
k=0

2n
= n .
> an(=1)"F
k=0

C




